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等效網路法分析梯度折射率變化的光子晶體 

 

Abstract 
 
 The guided wave characteristics of graded index photonic crystals are 
systematically investigated with the use of an equivalent network method. This 
procedure is based on a combination of the transmission line network theory and the 
fourier expansion method. The several type of graded index photonic crystals are 
taken as examples to demonstrate the present approach, and numerical results are 
given to illustrate their potential for millimeter-wave and optical device applications.  
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摘要 
 

光子晶體結構主要是二十世紀 80 年代提出的新概念和新型人工微細結構光學材

料. 光子晶體以光子帶隙的存在為主要特徵, 其典型結構為折射率週期變化的物

體. 一維光子晶體是光子晶體最基本的構型, 其折射率在一維空間的方向上呈現

週期性的分佈. 一維光子晶體結構簡單, 容易從實驗室中製造, 並且兼具二, 三
維光子晶體的性質, 極有可能成為全光通信領域的關鍵材料, 因此具有較高的理

論價值和廣泛的應用前景. 
本研究從一維光子晶體的結構的特點出發, 著重研究了無限及有限週期一維光

子晶體的光子帶隙與反射頻譜的光學特性. 第一部分我們的研究是利用在微波

領域經常用於分析波導或光柵結構的等效網路法, 推出任意結構一維光子晶體

的反射率, 透射率和帶隙結構的色散曲線, 並利用近四法理解了光子帶系的成因. 
我們首先分析折射率交替變化的一維光子晶體, 除了計算分析帶隙結構外, 我們

同時也分析每個週期性結構的單包內的場分布. 除此之外, 作為分析二三維光子

晶體的基礎, 我們按照 Floquet 解的要求將解中的週期部分用傅立葉級數展開, 
分析收斂效果. 第二部分將上述的程序用於單包內具有梯度折射率變化的內在

結構, 分析存在梯度折射率材料時代隙結構的變化. 
 
 
光在周期性結構中的傳播 
 

為了建構週期性介質層中特徵解的完備集, 我們沿 y 和 z 軸的兩個方向垂直

延伸它的厚度到無限. 導致了一個無界的週期性介質. 對於具有周期性分片均勻



介質的特殊剖面, Fig. 1 顯示了我們有週期性交替的介質層. 並已用虛線在 Fig. 1
中指出交替變化的介電常數 1ε 和 2ε . 很明顯地, 這種無限的介質可以視為已經

具有可以運用電磁場表達式的多層結構的特例, 並可以將傳輸線網路法分析多

層結構的結果用在這裡. 這類的方法廣泛地用處理平面, 二維與三維的電磁解構

[1-2].多層結構法提供了許多好處. 第一, 它可產生以三角函數表達的簡單色散

關係. 第二, Floquet 解中各個諧波的振幅可以獲得正確嚴格的表達式. 第三, 週
期層中的 TE 和 TM 特徵解可以用相同的立足點處理, 我們將會詳細討論. 最後, 
我們在確定了特徵解的完整性, 我們將會用這套辦法處裡 2D 和 3D 的邊界值問

題.  
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Fig.1(a) 週期性多層結構與其座標表達 

(b)介質層的週期排列及其等效電路模型 
 
 
 
1. 週期性介質的色散關係 
 
Fig.1 顯示了座標系統所附著的結構中, 介質的週期沿 x 方向具有包含兩相鄰介

質層的單包, 並且在遍及整個空間的 xy 平面是均勻的. 考慮從 到 間的0=x dx =



第一個晶包. 我們首先將多層介質內的 TE 和 TM 模式用等效電壓與電流表示如

下: 
 
TE 模式 
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TM 模式 
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其中 )(xε 表示介電常數是空間變數 x的週期函數, 對於雙介電常數的週期性薄

膜則分別對應到的是兩個介電常數 1ε 和 2ε 的均勻區域. 我們可以將方程式(1)與
(2)代入 Maxwell 方程組後, 可以得到 
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從方程式(3)中 在一個薄層內電磁場的變化可以寫為 
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對 和 , 分別標示為兩個不同的介質區. 這裡, 1=i 2=i iκ 和 是在第 個介質中平

面波的傳播常數和特性導納. 必須注意, 在方程式(4c)中, 是橫向傳播常數, 它
對週期介質是單獨未知並且需要決定的.  
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 在這一點上, 第 個介質中向前和向後行波的振幅, 和 取為未知常數.
將這些振幅替換, 則在介質中每一處中的場可根據邊界表面的場來表示. 更明確

地說, 對 在方程式(4a)和(4b)中令

i +
iE −

iE

1=i 0=x , 行波的振幅可以根據 的場確定為 0=x

 
                   ,                           (5a) )]0()0([2/1 1111 IZVE +=+

 
                   ,                           (5b) )]0()0([2/1 1111 IZVE −=−

 
其中 是介質1 中的特性阻抗, 是定義於方程式(4d)中 的倒數. 將方程式(5a)和 
(5b)代入方程式(4a)和(4b), 我們獲得, 在層1 中每一處的場, 
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其中 )(~

1 xT 稱為介質 1 的特徵矩陣並定義為 
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同樣地, 當我們在方程式(4a)和(4b)中令 1dx = 而 2=i , 在層 中行波的振幅為 2
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將方程式(8a)和(8b)代入方程式(4a)和(4b)中而 2=i , 我們可以獲得層 2 中每一處

的場表示 
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其中 )(~

12 dxT − 稱為層 2 的特徵矩陣並定義為 
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實際上, 在層 1 輸出界面的場可以由令 1dx = 從方程式(9)中獲得為 
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這一個式子定義了層 1輸入與輸出間的關係; )(~

11 dT 稱為層 1的傳遞矩陣. 同樣地, 
層 2 輸入與輸出的關係由下式給出 
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其中 )(~

22 dT 是層 2 的傳遞矩陣. 
 在 , 邊界條件需要電場和磁場的切線分量橫過界面連續, 它是等效於

兩個行向量相等的條件: 
1dx =
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從方程式(12), 並憑藉方程式(13)和(11), 我們可以獲得單包的輸入-輸出關係, 
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其中T~ 是一個單包的傳遞矩陣, 並由 1

~T 和 2

~T 的乘積給出為 
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1122 dTdTT =                          (15a) 

 
從方程式(7)和(10)的 1

~T 和 2

~T 的定義傳遞矩陣T~ 可以明確地寫成 
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矩陣元素為 
 
               221112221111 sinsincoscos ddYZddT κκκκ −= ,                (15c) 
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這樣的傳遞矩陣, T~ , 對週期性介質中的每一個單包都成立. 介質中的電磁場和

它的傳播特性可以極方便地用傳遞矩陣的本徵向量和本徵值來表示, 我們下面

將這樣做. 
 讓 λ為T~ 的一個本徵值, 並且讓 為與之對應的本徵向量, 即., f

  
                           ffT λ=~ ,                                (16) 
 
對於二階的傳遞矩陣T~ , 本徵值可以由如下的特徵方程式決定 
 
                     0)~det()~(2 =+− TTTr λλ                            (17) 
 
其中 TTr ~

是矩陣T~ 的跡等於兩個對角元素的和, 而 )~det(T 是矩陣T~ 的行列式值, 通
常是等於 1, 因為定義在方程式(10)和(13)的傳遞矩陣 1

~T 和 2

~T 的行列式值也都等

於 1. 因此, T~ 的兩個本徵值必須互為倒數. 我們因此或許可以用指數形式表示

兩個本徵值為 
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                         )exp(2 djκλ =                             (18b) 
其中κ 稱為本徵指數. 因為在這個例子中兩個本徵值的和必須等於T~ 的跡, 從方

程式(18c), (18f) 和(21)中, 我們獲得 
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稱為週期介質的色散關係. 
 我們可以藉由上述對多層色散與場的分析用於平面波對 2D 與 3D 光子晶體

散射, 入射波的 假定為已知; 事實上, 可以藉由 來取代, 對任何整數 . 
色散方程式可以視為決定唯一的未知, , 的方程式, 藉由方程式(4c)和(4d)可以

描素與

xk xk xnk n

tk

1κ , 2κ , 和 之間的關聯. 再一次地 可做為色散方程式的根而決定, 
而傳遞矩陣T

1Y 2Y zk
~
可以由方程式(15)決定. 最後, 我們可以直接決定二階傳遞矩陣T~

的兩個本徵向量, 這些本徵向量將在隨後假設為已知. 考慮方程式(14)和(16) 每
一個本徵向量指定一個單包輸入面的場, 即 和 ; 單包輸出面的場簡單

的正比於輸入表面的場一個等於對應本徵值的因子. 由指定在邊界表面的場, 在
連續兩層中向前和向後行波的振幅可以利用方程式(5)和(8)確定; 因此在單包中

每一處的場可以由方程式(4a)和(4b)完全決定. 由T

)0(1V )0(1I

~
的本徵向量所決定的電場和

磁場稱為週期介質的本徵場或特徵場.   
 
模擬結果: 
 
我們首先將等效傳輸線網路法用於只有兩層單包的週期性薄膜結構，我們將依據

單包內薄膜折射率的性質將分析的情況分成 (1) 兩種折射率材料光程相同的均

勻周期性結構 (2) 兩種折射率材料光程不同的均勻周期性結構 和 (3) 其中一

種材料為折射率漸變的週期性多層結構。  
 
1. 均勻結構層的能帶圖與反射率圖 
 

 
(圖 2 )一維週期的介質結構 

一個週期
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考慮(圖 2 )結構，它的色散方程式可以根據布洛斯定理，透過傳輸矩陣或等效

傳輸線法的計算 我們可以得到兩種不同材料的週期性多層結構的色散關係如

下 
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其中 
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方程式(20)中的幾個參數，是需要稍加說明的。首先 iκ 代表週期重複結構中每一

層電磁波垂直於多層膜的傳播常數， 而下標 i則分別表示第一種材料和第二種材

料。 和 分別表示每一種材料的厚度。 則是波在兩種不同介質的波導納，並

且將 TE 和 TM 的兩種波的型態寫出來了。我們經由方程式(20)可寫出程式，透

過解根程序，我們得到在布魯斯淵區內的能帶圖。 
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同樣的，傳輸矩陣可以拿來算有限週期層的反射率，然而實際計算發現當週

期數達到一定的數量之後，再增加週期數，反射率圖不再有明顯的改變；換句話

說，可以計算有限週期層的反射率圖來取代無限週期層的反射率圖，條件是週期

數要夠多。(在以下反射率圖形都是取 21 個週期層來計算。) 
我們以括號中的參數 ( 5225.51 =ε & 9044.12 =ε 和 nma 740= & )，來

計算正向入射電磁波的色散關係圖與反射率關係圖形，其結果分別顯示於(圖 2 a)
與(圖 2 b) 。  
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(圖 3 a) 時的能帶圖     (圖 3 b) bnan 21 = bnan 21 = 的反射率圖 

 
這樣的薄膜參數是可以對應到真實的材料，介質層 a為 ZnS 1ε =5.5225,介質厚度

740nm；介質層b 為 MgF2=a 2ε =1.9044,介質厚度 =b 1260nm。ㄧ維週期性結構

的空間週期數為 21 共 43 層介質。空間週期 bad += =2000nm。介質層 a的填充

率因子為 == daf / 0.37。基頻 oω 由 
 

11 ε=n ， 22 ε=n ， 
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按上述參數 oω 所對應的波長為 oλ 為 6955.6nm。我們首先注意到，圖( 3 a )表示

oωω / 對 dκ 的關係，也就是所謂的帶隙結構圖。(圖 3 b)則是 21 個週期層薄膜的

反射率對頻率的關係圖。我們很容易可以理解(圖 2 a)帶隙所在的區域剛好與反

射率圖的阻帶的位置完全一致，即(圖 3a)與(圖 3 b)中的禁帶寬度與反射率阻帶

的峰值的同一個 oωω / 值的寬度一致。因此儘管只是利用有限層的週期結構來分

析無限多層的週期薄膜仍能獲得相當一致的結果。 
 
 

2. 光路徑相等或不相等時的帶隙結構 
 

當單胞中兩個基元有相同的光程( bnan 21 = )，方程式(1)會是 ，也就

是 在

1)cos( =kd

oωω / 是 偶 數 倍 時 ， 沒 有 禁 帶 。 這 裡 我 們 使 用 的 結 構 參 數 為

( 5225.51 =ε & 9044.12 =ε 和 &nma 740= nmb 1260= )，計算得到(圖 2 a )與(圖 2 
b ) 。 
當兩個介質的光路徑不相等時， 或1)cos( >kd 1)cos( −<kd ，不但奇數倍有禁

帶，在偶數倍也有禁帶出現，可由(圖 3 )看出。這裡我們使用的結構參數為

( 5225.51 =ε & 9044.12 =ε 和 &nma 1260= nmb 1260= )。 
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      (圖 3 a) 時的能帶圖         (圖 3 b) bnan 21 ≠ bnan 21 ≠ 的反射率圖 
 
 
 

3. 週期性多層介質中單胞折射率漸變結構 
 

由於漸變光纖(GI)的特點是可以等化與漸變平面垂直傳播的不同模態的光

之延遲時間，改善模態間的分散，進而提高傳輸頻寬 。所以我們也引入漸變折

射率的想法進來，遷就傳輸矩陣的方法，我們用分割更小週期層厚度來模擬連續

漸變的情況。考慮把介質層 2 分割成 11 小塊(如圖 4)，介質 1 用空氣取代( ) 

]3[

1n1 =
 

 
(圖 4 )利用切割單元來模擬折射率的漸變結構 



 
 
被分割 11 等份的介質 2 可等效為一均勻層(如圖 5 )，其對應的平均折射率用n 表

示 
 
 

15/)( 1615141312111098765432 nnnnnnnnnnnnnnnn ++++++++++++++=  
 
其中 代表那 15 小塊每塊的折射率 162 ~ nn
 

 
 

(圖 5 )漸變結構可等效為一個均勻結構 
由漸變光纖的折色率公式( 21 )我們可以計算出這 15 層的折射率值 
 

                 2/12
7)( ])

5
(21[ rnn r Δ−=                             (21) 

 
其中的變量Δ，是為了比較不同變化率的漸變曲線，而定義出來的一個變量，定

義為 
 

9

159

n
nn −

=Δ  

 
由於漸變光纖是中間折射率大，越遠離中心，折色率越小，所以Δ>0 一定成立。

當 選定，在改變Δ值的條件下，可得拋物線變化的折色率曲線(如圖 6 ) 9n

     X 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

n

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Col 1 
Col 2 
Col 3 
Col 4 
Col 5 
Col 6 

 
(圖 6 )折射率變化圖形 

 
Δ有了所要的折射率值，透過第一節的方法，我們可以畫出隨 增加，對應的能帶



圖與反射圖如下 
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(圖 7 a) 的能帶圖       (圖 7 b) 01.0=Δ01.0=Δ 的反射率圖 
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(圖 8 a) 的能帶圖             (圖 8 b) 05.0=Δ 05.0=Δ 的反射率圖 
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(圖 9a) 的能帶圖        (圖 9 b) 10.0=Δ10.0=Δ 的反射率圖 
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(圖 10 a) 15.0=Δ 的能帶圖           (圖 10 b) 15.0=Δ 的反射率圖 
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(圖 11 a) 20.0=Δ 的能帶圖         (圖 11 b) 20.0=Δ 的反射率圖 
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(圖 12 a) 的能帶圖          (圖 12 b) 25.0=Δ 25.0=Δ 的反射率圖 

 
 
從上面圖形可觀察到下面的情形 當 01.0=Δ ，如(圖 7a)四個禁帶都存在。這是合

理的因為此時的 。而(圖 7b)為bnan ba ≠ oωω / 對反射率的作圖，也可以很清楚地



看到帶隙的位置與反射阻帶的位置和寬度極為吻合。我們持續改變參數Δ的值，

當 ，如(圖 8a)第三個禁帶開始變窄，同時也觀察到同一位置反射帶急劇

下降，也就是

05.0=Δ

oωω /3 位置處的帶隙變小。此時的 1.4694=n 。持續改變參數 的

值，如(圖 9a)當 ，第三個禁帶明顯變窄，此時反射率約 0.65。 
Δ

10.0=Δ
此時的 1.4377=n 。持續改變參數Δ的值，當 15.0=Δ ，如(圖 10b)第三個禁帶的

反射率下降到 0.15 左右。此時的 1.4045=n 。持續改變參數Δ的值，當Δ ，

如(圖 11a)第三個禁帶快速變寬(如圖 11b 反射率上升到 0.87)，而相鄰的第二個禁

帶所對印的反射率不再是 1，此時

20.0=

oωω /2 處的帶隙急劇的消失。此時的

1.3696=n 。當 25.0=Δ ，如(圖 12a)第三個禁帶的反射率回升到 1，相鄰的第二

個禁帶的反射率下降到 0.4，此時第四個禁帶的反射率已經快數下降到 0.2。此時

的 1.3326=n 。可以發現 的改變是會影響各個帶隙的寬度，並使Δ oωω /3 和

oωω /2 處的帶隙交替出現。 
 
 

4. 週期層中的場形與傅利葉級數近似 
 

從電磁學中入射波與反射波的直觀物理概念，我們可以寫出在介質層內場的數學

形式 
 

                                                   (22) kxBekxAe jj +− +
 

在考慮多層介質層內的場情況下，上面的數學形式必須在考量相位累積的情況下

加以修正，所以每一層的表達式都不相同，換句話說，當嘗試要畫出無限週期層

中每一層內的場圖時會是困難的一件事。考慮介質層無限週期排列，根據

Floquet-Theory，週期層裡面的場中沿著 x方向的變化可以表達如下 
 
                                                    (23) )()( xpexu xjκ−=
 
其中 是週期 的函數，滿足 )(xp d
 

)()( xpdxp =+  
我們藉由前述原理的部份與等效傳輸線電壓與電流的表達式可以將周期層中每

一單胞內場的實部與虛部表示於圖 12。此外，為了建立起分析二維與三維光子

晶體的理論基礎，我們可將多層結構視為無限週期的結構, 因此為了因應分析這

類的問題，我們需要將沿著 x方向的場變化以傅利葉級數展開。因為 是週期

函數，透過富立葉展開，在足夠富立葉項疊加後可以表達週期層內的場。取一個

週期層有兩個均勻介質組成，分別是

)(xp

10=aε 和 1=bε ，.厚度分別為 74nm 和

126nm，頻率 3e+16，當傅利葉級數項為 n=15，透過上面的富立葉展開可得(圖
14)的結果。(圖 13)中的綠色和紅色線是用方程式(23)分別算出在介質 1 和介質 2
內的場，藍色實線是在考慮一個單胞的情況下將方程式(4)用傅立葉級數表示，

當中的 則用富立葉展開(取 31 項)。除了兩端邊界外，都會是良好收斂。 (x)P
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(圖 13 a)電場的實部               (圖 13 b) 電場的虛部 
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(圖 14 a)富立葉展開的實部電場         (圖 14 b) 富立葉展開的虛部電場 
 

 
這樣以用富立葉展開來計算無限週期層內的場，是可行而且快速的並且可以

用於分析 2D 與 3D 光子晶體結構的基礎。並且經由單胞內折射率的調變， 
 
 

結   論 
 

我們已經完成一維的能帶與反射率計算，接下來用到二維情況，透過第四節的富

立葉展開，計算出大範圍(2D)週期性變化的場分布。如果再加上透過傳輸矩陣來

計算折色率拋物線漸變的方法，就可以計算把光子晶體光纖中的光子晶體柱改成

漸變光纖下的場分布，也許也會改善光子晶體光纖在多模操作下的傳輸效率。 
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