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一、中文摘要

生物晶片製造時，會因為光線的干擾

造成晶片上面探針的錯誤。為了減少因為

光線引起的錯誤，因此光罩邊界的總長

度，便成為生物晶片光罩佈局好壞公認的

評估標準。在本計畫中，我們針對單層生

物晶片光罩最少邊界值問題，共推導出十

二個定理，証明在固定光罩面積的條件

下，最小邊界的值，並進一步提出最佳解

之佈局演算法。

關鍵詞：生物晶片、光罩佈局、最佳演算

法

Abstract
For biochip design process, probe errors

will be happen by light influence. In order to
reduce such error, the length of the mask
border is the measurement standard of
biochip mask layout for the minimum border
problem of biochip mask. In this project, we
totally derive 12 theorems to show the value
of the minimum border length under the
fixed mask area, and propose the optimal
algorithm of biochip mask layout.

Keywords: biochip, mask layout, optimal
algorithm.

二、簡介

全球生物晶片在 1995 年展開研發熱
潮，美國挾基因發展與半導體產業成熟獨
步全球，生物晶片產業初期在美國即有 200
餘廠家投入此熱潮，至目前為止，約有 20
家大型規模的廠家。

DNA晶片對於生物科技產業的發展可
媲美當年亨利褔特所組織的汽車生產線對
汽車工業的大革命，或是類似半導體對於
電腦工業的革命性發展。總之，DNA 晶片
是結合生物、電腦、機械等領域的研究人
員所發展出來的最新生物科技，因此帶動
了人類基因功能的自動化分析。DNA 晶片
對於基因的檢測具有快速分析、準確率
高、以及可以同時大量檢測基因的優點，
因此改變了從前研究人員終其一生只鑽研
一種基因的研究方式。

DNA 晶片的原理是將數千或數萬點
(spot)，以高密度的方點製作在拇指般大的
晶片上，其材料可為玻璃片或是尼龍薄
膜。每一小點為單股的 DNA，又稱為探針
(probe) 。 主 要 有 兩 種 來 源 ， 核 甘 酸
oligonucleotide 和已經存在於基因庫中的
互補核甘酸 cDNA。來源一的核甘酸晶片
主要是由 Affymetrix(位於加州的 Santa
Clara)這家生技公司所製造，他們主要是利
用 DNA 的 A、T、C、G 四種鹼基，用類
似築摩天高樓的方式，一個個不同的組
合，築上約 20~25 個(層)核甘酸。來源二的
互補核甘酸的晶片主要是利用從病人的檢
體或是其他的生物體抽取出的已知的互補
核甘酸，然後將這些互補核甘酸點在晶片
上。

DNA 晶片的應用範圍廣泛，可應用於
細胞生物化學的研究及疾病診斷上。例如
癌症腫瘤學上的臨床診斷，或者在各種不
同病毒感染疾病的診斷，像是 AIDS 和腸
病毒的診斷。藉由 DNA 晶片的應用，可以
快速又正確的診斷，以節省大量的人力及
物力，並且可以搶在第一個時間點上救病
人，以期做到早期發現，及早治療的功效。
經由 Very Large-Scale Immobilized Polymer
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Synthesis(VLSIPS)[20-22, 24-25]這個技術
來製造的生物晶片，會有因為光罩而產生
的錯誤。這個錯誤主要原因是被光罩遮住
的部份，會因為光線的散射及干擾等物理
因素，讓本來不該被打掉的光敏保護基被
打掉，使得晶片上面原本控制利用光罩遮
住的位置，產生光反應，造成錯誤的結果。
為了評估一片生物晶片製造的正確率，目
前的研究，便利用光罩總邊界值來評估生
物晶片製造的正確率[1-25]，總邊界越小，
則錯誤率就越小。例如同樣利用光罩遮住
16 個位置，圖一光罩的邊界為 58；如果排
成圖二，邊界就減少為 16，很明顯的減少
很多。可以看出來，圖二的邊界減少後，
可以減少光線干擾的範圍，所以錯誤的產
生也會因此降低。

現在已知求光罩最小邊界的問題，是
一個 NP-Hard 的問題[9, 14, 23]。因此目前
大部分的研究成果都是啟發式(heuristic)的
演算法，所求得的解只是近似解。為了簡
化題目的複雜度，本論文只考慮，在固定
光罩遮住面積的條件下，一層探針的光罩
佈局。本論文總共推導出十二個定理，來
證明出最小邊界之值，並進一步提出得到
這些最佳解之佈局演算法。

圖一：16 個光罩遮住位置，光罩邊界為 58

圖二：16 個光罩遮住位置，光罩邊界為 16

三、定理之推導與證明

光罩佈局的方式，類似在二維的方格紙
上，把光罩遮住部分的方格塗黑。首先定
義一塊區域光罩佈局的圖形，何謂凸多邊
形，何謂凸多邊形。

[定義一]一塊區域光罩佈局的圖形，分為
凹多邊形及凸多邊形兩種。
凹多邊形：存在兩個以上的邊可以互相正
面彼此看到。
凸多邊形：不存在兩個以上的邊可以互相
正面彼此看到。

圖三：左圖為凹多邊形，右圖為凸多邊形

圖三為一範例。其中左圖為凹多邊

形，右圖為凸多邊形凸多邊形。接著推導

相關的定理。

[定理一]在一個區塊的凸多邊形下，邊界

值一定是偶數。

證明：若此凸多邊形為矩形，邊長分別為 a
及 b，則邊界值為 2（a + b），屬於偶數。

若此凸多邊形不為矩形，則可以依據上下

左右四個邊，圍出一個新的矩形(圖四)。原

凸多邊形不在矩形上的邊，可分別一對一

對映到矩形上，補成矩形。由圖可看出，

原凸多邊形的邊界值和矩形的邊界值相

等，所以亦屬於偶數。

圖四：凸多邊形依據上下左右四個邊，
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圍出一個新的矩形

[定理二]在一個區塊的凸多邊形下，邊界

值為 4L 或 4L + 2，L Z+。

證明：考慮光罩最小面積為 1 時，邊界值

為 4。定理一已證明邊界值是偶數，所以邊

界值為：4、6、8、10…。可以再細分為兩

群：{4、8、…}及{6、10、…}，即邊界值

為 4L 或 4L + 2，L Z+。

[定理三]在一個區塊的凸多邊形下，固定

邊界值之最大面積的圖形，一定是矩形。

證明：假設在一個區塊的凸多邊形下，固

定邊界值之最大面積的圖形不是矩形。由

圖四我們可以看出，此凸多邊形可圍出一

個新的矩形，邊界值相等，但是面積比原

來凸多邊形還大。假設發生錯誤，所以圖

形一定是矩形。

[定理四]在一個區塊的凸多邊形下，邊界

值為 4L 的最大面積為 L2，L Z+；且圖形

為邊長 L 的正方形。

證明：由定理三得知，固定邊界值之最大

面積圖形是矩形。假設矩形邊長分別為 a
及 b，則邊界值 4L = 2(a + b)，面積為 a b。
利用幾何平均數小於等於算數平均數的定

理，我們可以推導：

(a b) 1/2 (a + b) / 2. (1)
a b [(a + b) / 2] 2 = L2. (2)

得知面積的整數上限值為 L2。

發現邊長為 L 的正方形，其邊界值為

4L，面積為 L2。因此在一個區塊的凸多邊

形下，邊界值為 4L 的最大面積為 L2，L 
Z+；且圖形為邊長 L 的正方形。

[定理五]在一個區塊的凸多邊形下，邊界

值為 4L + 2 的最大面積為 L2 + L，L Z+；

且圖形為邊長分別為 L 及 L + 1 的矩形。

證明：由定理三得知，固定邊界值之最大

面積圖形是矩形。假設矩形邊長分別為 a

及 b，則邊界值 4L + 2 = 2(a + b)，面積為 a
b。利用(1)：幾何平均數小於等於算數平均

數的定理，我們可以推導：

a b [(a + b) / 2] 2

= (L + 1/2)2 = L2 + L + 1/4. (3)
得知面積的整數上限值為 L2 + L。

發現邊長分別為 L 及 L + 1 的矩形，其

邊界值為 2[L + (L + 1)] = 4L + 2，面積為

L(L + 1) = L2 + L。因此在一個區塊的凸多

邊形下，邊界值為 4L + 2 的最大面積為 L2

+ L，L Z+；且圖形為邊長分別為 L 及 L +
1 的矩形。

[定理六]在一個區塊的多邊形下，面積 A +
1 的最小邊界值，大於等於面積 A 的最小

邊界值，A Z+。

證明：假設面積 A + 1 的最小邊界值，小於

面積 A 的最小邊界值。令 G 為面積 A + 1
的最小邊界值之圖形。所以，

邊界值{圖形 G：面積 A + 1}
= 最小邊界值{面積 A + 1}
< 最小邊界值{面積 A }. (4)

最小邊界值{面積 A }
邊界值{所有圖形：面積 A }.(5)

利用(4)及(5)，可推導出，

邊界值{圖形 G：面積 A + 1}
< 邊界值{所有圖形：面積 A }. (6)

面積 A + 1 之最小邊界值圖形 G，移除一凸

點後，形成面積為 A 的新圖形，邊界值不

變或減少(圖五)。
上述結果違背式子(6)，假設發生錯

誤。因此在一個區塊的多邊形下，面積 A +
1 的最小邊界值，大於等於面積 A 的最小

邊界值。
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圖五：面積 A + 1 之最小邊界值的圖形 G，

移除一凸點後，邊界值不變或減少，面積

減為 A

[定理七]在一個區塊的多邊形下，光罩面

積 A 大於光罩面積 B，則面積 A 的最小邊

界值大於等於面積 B 的最小邊界值；A，B
Z+。

證明：因為光罩面積：A > B，由定理六得

知，最小邊界值{面積 A} 最小邊界值{面
積 A - 1} 最小邊界值{面積 A - 2} … 
最小邊界值{面積 B + 1} 最小邊界值{面
積 B }。所以最小邊界值{面積 A} 最小

邊界值{面積 B}。

[定理八]固定光罩面積下，最小邊界值的

圖形，一定是一個區塊的凸多邊形。

證明：首先證明會形成一個區塊。假設固

定光罩面積下，最小邊界值的圖形不只一

個區塊，針對任兩個區塊上下左右任一邊

互相連接，形成一個新的圖形。則此一新

圖形的光罩面積不變，但是邊界值減少了

互相連接的部份。假設發生錯誤，所以固

定光罩面積下，最小邊界值的圖形，一定

是一個區塊。

接著證明是一個凸多邊形。假設固定

光罩面積 A 下，最小邊界值的圖形為凹多

邊形。依照定義一，針對互相正面彼此看

到的邊再多加一個連接邊，形成一個新的

圖形(圖六)。由圖可看出，新的圖形面積增

加 a，邊界值減少互相對看的兩邊。所以，

最小邊界值{面積 A}
= 邊界值{凹多邊形}

> 邊界值{新的圖形}. (7)

邊界值{新的圖形}
= 邊界值{面積 A + a}
最小邊界值{面積 A + a }. (8)

利用(7)及(8)，可推導出，

最小邊界值{面積 A }
> 最小邊界值{面積 A + a }. (9)

上式結果違背定理七，假設發生錯誤。因

此固定光罩面積下，最小邊界值的圖形不

是凹多邊形，而是一個區塊的凸多邊形。

圖六：凹多邊形，加一個連接邊，形成一

個新的圖形。面積增加 a，邊界值減小

在一個區塊的凸多邊形下，由定理

二：邊界值為 4L 或 4L + 2，L Z+；定理

四：邊界值為 4L 的最大面積為 L2，L Z+；

以及定理五：邊界值為 4L + 2 的最大面積

為 L2 + L，L Z+。因此我們可以在圖七，

畫出光罩邊界和面積的對映關係。
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圖七：一個區塊的凸多邊形下，光罩邊界

和面積的對映關係

[定理九]光罩面積為 L2，則最小邊界值為

4L，圖形為邊長 L 的正方形，L Z+。

證明：由圖七我們知道，當光罩面積為 L2，

最小邊界值為 4L。而且由定理四可得知，

此圖形為邊長 L 的正方形。

[定理十]光罩面積為 L2 + L，則最小邊界

值為 4L + 2，圖形為邊長分別為 L 及 L + 1
的矩形，L Z+。

證明：由圖七我們知道，當光罩面積為 L2 +
L，最小邊界值為 4L + 2。而且由定理五可

得知，此圖形為邊長分別為 L 及 L + 1 的矩

形。

[定理十一]光罩面積為 L2 + 1 到 L2 + L
時，則最小邊界值為 4L + 2，L Z+。

證明：由定理九得知，光罩面積為 L2，最

小邊界值為 4L，且圖形為邊長 L 的正方

形。依序由此正方形的一邊，從頭到尾連

續增加光罩面積從 L2 + 1 到 L2 + L(圖八)。
由圖可知，開始增加第一個點時，邊界值

增加 2，變成 4L + 2。爾後增加點時，邊界

值都不變，維持 4L + 2，一直到面積增為

L2 + L，形成邊長分別為 L 及 L + 1 的矩形。

由圖七我們知道，當光罩面積大於

L2，最小邊界值至少為 4L + 2。因此光罩

面積為 L2 + 1 到 L2 + L 時，最小邊界值為

4L + 2。

圖八：光罩面積從 L2 + 1 依序增加，經由

L2 + L 到(L + 1)2

[定理十二]光罩面積為(L2 + L) + 1 到(L +
1)2 時，最小邊界值為 4(L + 1)，L Z+。

證明：由定理十得知，光罩面積為 L2 + L，
最小邊界值為 4L + 2，且圖形為邊長分別

為 L 及 L + 1 的矩形。依序由邊長 L + 1 的

一邊，從頭到尾連續增加光罩面積從(L2 +
L) + 1 到(L + 1)2 (圖八)。由圖可知，開始

增加第一個點時，邊界值增加 2，變成(4L +
2) + 2 = 4(L + 1)。爾後增加點時，邊界值都

不變，維持 4(L + 1)，一直到面積增為(L +
1)2，形成邊長為 L + 1 的正方形。

由圖七我們知道，當光罩面積大於 L2

+ L，最小邊界值至少為 4(L + 1)。因此光

罩面積為(L2 + L) + 1 到(L + 1)2 時，最小

邊界值為 4(L + 1)。

四、最佳解演算法

考慮一層探針的光罩佈局，在固定光罩遮

住面積的條件下，根據定理九至定理十

二，我們可以推導出擁有最小邊界值之最

佳解佈局演算法。

[最佳解演算法]

[步驟 1] 當光罩面積為 L2，L Z+時，則

最小邊界值為 4L，且圖形為邊
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長 L 的正方形。

[步驟 2] 當光罩面積為 L2 + L，L  Z+

時，則最小邊界值為 4L + 2，且

圖形為邊長分別為 L 及 L + 1 的

矩形。

[步驟 3] 當光罩面積為 L2 + k，L Z+，k
 {1, 2, …, L - 1}時，則最小邊

界值為 4L + 2，且圖形為在邊長

為 L 的正方形一邊，從頭到尾連

續增加面積 k。
[步驟 4] 當光罩面積為(L2 + L) + k，L 

Z+，k  {1, 2, …, L }時，則最小

邊界值為 4(L + 1)，且圖形為在

邊長分別為 L 及 L + 1 的矩形

上，針對邊長為 L + 1 的一邊，

從頭到尾連續增加面積 k。

五、結論
考慮一層探針的光罩佈局，在固定光罩遮
住面積的條件下，本計畫中，我們證明十
二個定理，並根據定理推導出擁有最小邊
界值之最佳解佈局演算法。考慮多層探針
之光罩佈局最小邊界值問題，將是我們未
來值得研究的方向。
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